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Resumo: Faz-se uma exposição das vantagens e desvantagens do uso de Modelos Lineares 

Hierarquicos ou modelos multinível. Em que contextos e estruturas estes devem ser usados e quando 

dar preferência por estes relativamente a outros modelos. Passa-se a uma exposição matemática do 

modelo, transitando do modelo de regressão linear, a uma regressão mutlinível (do modelo basal a 2 

níveis), o caso mais simples em Modelos Lineares Hierárquico. Dá-se enfâse à extração de informação 

possível, graças a um gênero de modelo e a versatilidade com que este se adapta às proprias 

caracteristicas e estruturas dos dados. Demonstra-se as interações a vários níveis, sejam dentro do 

conglomerados (níveis) ou entre eles, que sucede neste tipo de modelos. É feita uma passagem breve 

por dois métodos de estimação e pelos diversos passos a seguir no momento de escolha do modelo 

dentro do espectro hierárquico, com o suporte de critérios de informação que serão sucintamente 

expostos. Utilizam-se os dados que constam em Hox (2018) como forma de ilustração e exemplificação. 

Palavras-chave: Modelo Hierárquico, Regressão Multinível, Correlação Intraclass, Métodos de 

Estimação, Critérios de informação. 

 

1. Introdução 

Nas últimas décadas os modelos lineares hierárquicos têm ganho reconhecimento pela sua 

abrangente e eficiente aplicação em diversos campo do conhecimento.  Com emergência nas 

ciencias sociais e humanas foram sendo adaptados noutras áreas, nomeadamente as ciencias da 

saúde, demografia, gestão organizacional e entre outras. A deconsideração da estrutura 

hierárquica dos dados conduz a uma leitura demasiado parcial e truncada da informação 

disponível. O que traduz e proporciona uma visão distorcida e fragmentada do que se possa 

pretender obter. A omissão das estruturas inerentes aos dados pode levar a uma resposta pouco 

clara e abrangente no momento de tomada de decisões ou conclusões. Na sua essência um 

Modelo Linear Hierárquico (MLH) permite captar nos dados, informações que em outros 

modelos seria difícil de conseguir. A regressão multinível tenta colmatar problemas e 

pressupostos existentes em modelos lineares. O termo multinível refere-se a uma estrutura de 

dados hierárquica ou aninhada (Marôco, 2021), geralmente sujeitos dentro de grupos. Contudo, 

o conceito aninhado pode também referir-se a medidas repetidas dentro de sujeitos. A análise 

multinível é usada para examinar as relações entre variáveis medidas em diferentes niveis da 

estrutura dos dados. Goldstein (2011), Hox (2018) e Gelman (2007) contextualizam e 

exemplificam de forma sublime quais os cuidados a ter durante de todo o processo de 

modelação e escolha do modelo. Mesmo trazendo vantagens em várias frentes, o nível de 

complexidade e intrepretação pode tornar-se desafiante. O poder computacional alcançado em 

recentes anos permitiu que fosse possivel modelar e analisar de forma flexivel e ágil, dados 

complexos e com estruturas multinivel. Os software´s com relevo e especificamente 

desenvolvidos para o efeito são o HLM e o MLwiN (Rasbash, 2014). Os software´s ditos 

convencionais, como o STAT, SPSS e SAS, tem módulos incorporados para a análise e 

processamento de MLH. A linguagem R, permite inclusivamente modelar e analisar MLH com 

o uso de bibliotecas dedicadas especificamente para o efeito, das quais por exemplo, lme4, nlme 

e lmer. A regressão multinivel permite analisar as interações ou interconecções entre o micro, 

niveis inferiores (e.g., nivel 1) e macro, niveis superiores (e.g., nivel 2), como as que ocorrem 

intra niveis. A regressão pelo método dos mínimo quadrados  tem como pressuposto que os 

erros são independentes e em determinados dados este pressuposto é violado, o que leva à sub 
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estimação dos erros padrão. Os MLH foram desenvolvidos para tomar em consideração o 

agrupamento ou conglomeração e estimar a regressão sem inflacionar a possibilidade de erros 

do tipo I e o não cumprimento do pressuposto de independência dos erros. A vantagem que 

estes modelos trazem são as interações entre variaveis de diferentes niveis, sendo possivel 

compreender melhor a decomposição da variância dos erros nos diversos niveis. Torna-se assim 

possivel uma análise detalhada da correlação entre variáveis, dissemelhanças entre niveis, 

comportamento da variância, da subsequente decomposição da mesma e de efeitos cruzados. 

As estimativas dos coeficientes da regressão e dos valores como erros padrão e intervalos de 

confiança tendem a proporcionar estatisticas de qualidade. A existencia de correlação 

intraclasse é uma indicação sobre a proporção de variância existente no nivel 2. Os modelos 

multinível são versáteis pelo fato de permitirem entender a variabilidade relativa entre niveis,  

sujeitos ou grupos e entender onde se encontra alojada a componente estocástica.    

 

2. Métodos  

As ideias centrais que fundamentam os MLH já abordadas são agora especificadas em termos 

matemáticos. Iremos focar na diferença entre efeitos aleatórios e fixos. Discutir-se-á os 

fundamentos da estimação de parâmetros com foco nos dois métodos comumente utilizados, a 

máxima verossimilhança e a máxima verossimilhança restrita. Inicia-se com uma breve revisão 

da regressão linear sendo o ponto de partida para a transição para MLH.   

𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖 + 𝜖𝑖  (1) 

Temos a variável dependente Y expressa em função da variavel independente X com os devidos 

coeficientes 𝛽0 e 𝛽1 e o termo de erro aleatório de sujeito para sujeito. Com isto é de notar que 

com este modelo existe uma ordenada, 𝛽0 comum a todas as observações ou sujeitos perante a 

população de interesse em estudo. Porém, caso as observações estejam conglomeradas (em 

cluster) ou em estruturar de níveis, existe potencialmente uma ordenada para cada 

conglomerado ou grupo, isto caso não exista um efeito conglomerado o modelo (1) dentro dos 

pressupostos e as necessidades, poderá ser o adequado. O modelo mais simple dos MLH é o 

modelo residual. Este modelo não contém variáveis explicativas, assume que a variavel 

dependente é estimada por um valor médio que varia por grupo e por um erro aleatório de cada 

sujeito em cada grupo. Isto é, os efeitos fixos são as ordenadas 𝛽0 e os efeitos aleatórios são as 

variâncias/covariâncias, 𝜖𝑖j.   

𝑌𝑖j = 𝛽0j + 𝜖𝑖j   (2) 

ij - representam o i-ésimo sujeito no j-ésimo grupo, com 𝑖 = 1, … , 𝑛𝑗  para o nível micro (sujeito) 

e j = 1, … , k para o nível macro (grupo). O cerne deste modelo é a da decomposição da 

variância de 𝑌𝑖j numa componente ao nível micro e macro, com intuito de auferir a variância 

entre grupos e sujeitos relativamente à variância total. A informação retirada deste modelo 

permite entender a estrutura dos dados, ter uma base para acrescento de complexidade caso 

assim seja necessário, comparação entre modelos (de nível 1 ou 2) e fornece estimativas para 

𝜎𝑢0𝑗

2 , variância entre grupos e 𝜎𝑒𝑖𝑗

2 , variância dos erros dos sujeitos, que por sua vez são úteis 

para estimar o coeficeinte de corrrelação intracalsses (ICC). Este pretende medir o grau de 

agrupamento dentro dos grupos.  

𝐼𝐶𝐶 =
𝜎𝑢0𝑗

2

𝜎𝑢0𝑗
2 +𝜎𝑒𝑖𝑗

2   (3) 

Com a possibilidade da ordenada diferir entre grupos, introduz-se aleatoriedade que é expressa 

do seguinte modo:  
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𝛽0j = 𝛾00 + u0𝑗 (4) 

em que a grande média 𝛾00(a média da média dos grupos) como efeito fixo, mais um efeito 

variável/aleatório entre grupos, u0𝑗(desvio da grande média). Inserindo a equação 𝛽0j em 𝑌𝑖j, 

obtém-se o modelo residual completamente expresso, com a parte fixa e a parte aleatória 

totalmente descriminada.  

𝑌𝑖j = 𝛾00 + u0𝑗 + 𝜖𝑖j (5) 

Após a validação através do modelo residual da relevância em prosseguir com um MLH, inicia-

se com a inclusão de preditores com a possibilidade de vir a explicar a variãncia da observações 

dos respetivos niveis. O modelo residual é assim facilmente extendido. Caso se considere 

incluir uma variável explicativa 𝑋𝑖𝑗 ao nível micro (nivel 1), têm-se:       

𝑌𝑖𝑗 = 𝛾00 + 𝛾10𝑋𝑖𝑗 + 𝑢0𝑗 + 𝜖𝑖𝑗  (6) 

em que 𝑋𝑖j a variavel explicativa e 𝜖𝑖j são os erros ou residuos do modelo. Este modelo pode 

ser expresso em dois niveis separados. Obtém-se assim as seguintes esquações:    

Ao nivel 1: 

𝑌𝑖j = 𝛽0j + 𝛽1jX + 𝜖𝑖j (7) 

Ao nível 2: 

𝛽0j = 𝛾00 + u0𝑗 (8) 

𝛽1j = 𝛾10 + u1𝑗 (9) 

em que 𝛽0j representa a média da variavel Y  no grupo j, 𝛽1jrepresenta a média da variavel Y 

no j-ésimo grupo. Ao inserir em (7) as equações (8) e (9) obtém-se:  

𝑌𝑖j =  𝛾00 + u0𝑗 + (𝛾10 + u1𝑗)𝑋𝑖j + 𝜖𝑖j (10) 

Reescrevendo o modelo (10), tem-se: 

𝑌𝑖j = 𝛾00 + u0𝑗 + 𝛾10𝑋𝑖𝑗 + u1𝑗𝑋𝑖j + 𝜖𝑖j (11) 

Temos assim a componente fixa do modelo,  𝛾00 + 𝛾10𝑋𝑖𝑗 e a componente aleatória u0𝑗 +

u1𝑗𝑋𝑖j + 𝜖𝑖j. Pelo modelo, pode-se afirmar que existe uma interação entre grupos e X, de tal  

modo que a relação de X e Y não é constante entre grupos.  O erro total do modelo e a variancia 

dependem também dos valores da variavel indpendente/explicativa. Desta feita mais nos 

aproximamos do contexto do problema e melhor o conseguimos explicar (Hox, 2018). Focamo-

nos agora na parte da estimação, que é a técnica tendo em consideração valores observadores 

numa amostra e produzir um valor que é o melhor valor para um parâmetro do qual não se 

conhece, de determinada população.   

Os dois métodos de estimação usuais em modelos multiníveis são a Máxima Verosimilhança 

(ML) e a Máxima Verosimilhança Restrita (REML). Ambas produzem resultados semelhantes 

perante amostras grandes e número de grupos elevados. Os métodos nesses casos são 

assintoticamente equivalentes. Porém, com amostras pequenas ou número de grupos reduzidos 

o REML produz boas estimativas para efeitos fixos e aleatório. O método ML pode representar 

uma vantagem em relação a estimadores baseados na minimização da soma dos quadrados dos 

residuos. A especificação deste método reside na distribuição condicional de uma variavel 

endógena, y, dado um conjunto de variáveis explicativas. Conhecida a densidade ou 

probabilidade condicional de y dado x, em que o vetor 𝜃 são os parâmetros desconhecidos, o 

método ML atribui a 𝜃 o valor que máximiza a função densidade conjunta. O método tem como 
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propriedade originar um estimador assintoticamente não enviesado. Sucede que existe 

enviesamento neste método no contexto multinivel para os parâmetros aleatórios. Devido à 

perda de graus de liberdade da estimação que resulta da estimação dos parâmetros fixos e que 

o método ML não considera. Por forma a colmatar o problema, o REML tem em conta o ajuste 

do número de graus de liberdade e máximiza separadamente as funções de verosimilhança (L) 

dos efeitos fixos e aleatórios. 

Segundo Hox (2018) a estratégia mais apropriada para os modelos multinível é step-up. Como 

o nome indica, acrescenta-se complexidade ao modelo passo a passo. Inicia-se com um modelo 

simples, como o modelo residual (referência) e progride-se para modelos mais complexos até 

ao momento em que o ajuste não seja significativamente melhor que o modelo anterior. A forma 

de testar o ajustamento de um modelo e comparar a qualidade de um modelo para o outra é 

através de critérios de informação do modelo. São considerados dois critérios, AIC (Akaike, 

1974) e BIC (Schwarz, 1978), estes tendem a ser os mais utilizados. O critério de Akaike ou 

AIC, desenvolvido por Hirotugu Akaike é definido do seguinte modo: 

𝐴𝐼𝐶 = −2 × 𝑙𝑜𝑔(𝐿𝑀𝑉) + 2𝑝 (12) 

em que 𝑝 é o número de parâmetros estimados no modelo. Este critério penaliza modelos com 

número de parâmetros elevados . 

O critério Bayesiano ou BIC desenvolvido por Gideon Schwarz é definido da seguinte forma: 

𝐵𝐼𝐶 = −2 × 𝑙𝑜𝑔(𝐿𝑀𝑉) + 𝑝 × 𝑙𝑜𝑔(𝑁) (13) 

em que 𝑝 tem o mesmo significado que no critério anterior e 𝑁 é a dimesnão da amostra. Ambos 

os critérios são usados simultaneamento, pois nenhum deles é superior ao outro. O melhor 

modelo de entre os comparados, é o que apresenta menor valor do critério de informação, sejam 

ele AIC ou BIC. 

3. Aplicação  

Usa-se como exemplo de aplicação uma base de dados de dois mil alunos de cem escolas. O 

objetivo é ofecer um exemplo de análise de regressão multinivel. Temos como variável 

dependente, a popularidade do aluno (𝑌𝑖j), com classficação numa escala de 1 a 10. Ter em 

conta que os dados foram recolhidos através de um procedimento sociométrico (Bonito, 2018). 

Por norma estes procedimentos solicitam ao inquerido, nesta caso os alunos de uma turma 

(grupo) que avaliem todos os outros alunos. Seguidamente é atribuida uma classificação média 

de popularidade para cada aluno. Neste procedimento o efeito de grupo aparenta ter um 

variância do nivel superior forte. Uma segunda variável de relevo entra na equação, a 

popularidade do aluno avaliada pelo seu professor em que a escala é de 1 a 10. As variaveis 

explicativas são o sexo do aluno (𝑋1𝑖𝑗), se o aluno é extrovertido (𝑋2𝑖𝑗) e a experiencia do 

professor em anos (𝑍𝑗). O software SPSS é usado como ferramenta de análise e os outputs 

constam em anexo. Iniciamos o construção do modelo do seguinte modo:         

𝑌𝑖j = 𝛽0j + 𝛽1j𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝜖𝑖j  (14) 

O modelo assume que cada grupo tem uma ordenada e declives diferentes ao contrário do que  

sucede com a regressão linear, tal como foi demonstrado acima no texto.  Uma turma (grupo, o 

nosso nivel 2) com valores de ordenadas mais elevados prevê que os alunos sejam mais 

populares do que numa turma com ordenadas baixas. A variação na ordenada alteram o valor 

médio para toda a turma (sejam do sexo feminino ou masculino). Quanto aos declives das retas 

dos coeficientes para sexo e extrovertido, o modelo sugere que a relação entre esses preditores 

e a popularidade do aluno não são os mesmo em todas as turmas. Turmas com coeficentes em 

que os declives sejam mais acentuados, por exemplo o sexo, as diferenças entre feminino e 

masculino são grandes. O contrário tambem é possivel. Coeficientes para sexo (𝛽1j) com 
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declives pouco acentuados em determinadas turmas sugere que o gênero do aluno tem pouco 

efeito na popularidade e/ou que a diferença entre feminino e masculino é pequena. A 

intrepretação é similar para o coeficiente extrovertido. A variação nas inclinações dos declives 

ou coeficientes tem impacto na diferença entre as ordenadas. O modelo pretende explicar a 

variação dos coeficientes da regressão e para isso necessita-se introduzir variáveis explicativas 

ao nível do grupo. 

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝛾01𝑍𝑗 + 𝑢0𝑗  (15) 

𝛽1𝑗 = 𝛾10 + 𝛾11𝑍𝑗 + 𝑢1𝑗  (16) 

𝛽2𝑗 = 𝛾20 + 𝛾21𝑍𝑗 + 𝑢2𝑗  (17) 

em que 𝑍𝑗é a variavel explicativa experiência do professor. Para a equação (15), a média da 

popularidade é dada pela experiência do professor isto é, quando 𝛾01 é negativo a média da 

popularidade é mais baixa em turmas com professores mais experientes. As restantes equações 

tem intrepretação e significado semelhantes sobre a popularidade relativamente à dependencia 

da experiencia do professor seja para o sexo (16) ou extrovertido (17). A variável experiência 

do professor tem inlfuência na relação entre popularidade e sexo ou extrovertido. Os erros u 

são ao nível de turma (nível superior) e 𝜖𝑖j é o termo de erro no modelo ao nível dos alunos.     

Ao substituir as equações (15), (16) e (17) em (14) temos, 

 

𝑌𝑖𝑗 = 𝛾00 + 𝛾10𝑋1𝑖𝑗 + 𝛾20𝑋2𝑖𝑗 + 𝛾01𝑍𝑗 + 𝛾11𝑋1𝑖𝑗𝑍𝑗 

        +𝛾21𝑋2𝑖𝑗𝑍𝑗 + 𝑢1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝑢2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑢0𝑗 + 𝜖𝑖𝑗 

 

a componente fixa do modelo é, 𝛾00 + 𝛾10𝑋1𝑖𝑗 + 𝛾20𝑋2𝑖𝑗 + 𝛾01𝑍𝑗 + 𝛾11𝑋1𝑖𝑗𝑍𝑗 + 𝛾21𝑋2𝑖𝑗𝑍𝑗 e a 

componente aleatória é, 𝑢1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝑢2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑢0𝑗 + 𝜖𝑖𝑗. Os termos 𝑋1𝑖𝑗𝑍𝑗  e 𝑋2𝑖𝑗𝑍𝑗 são 

interações que derivam da influencia da variação de 𝛽𝑗, ao nível dos alunos com o nivel de 

grupos da variavel 𝑍𝑗, dito de efeito cruzado. Os coeficientes da regressão para as três variáveis 

explicativas são significativas, ao nivel de significância de 5%. De notar que os efeitos de 

interações não são expostos e somente faz-se a intrepretação do modelo dos efeitos principais 

tal como os outputs em anexo sugerem. A variância da popularidade entre turmas é significativa 

(𝜎𝑢0𝑗

2 = 1.252; 𝑍𝑤 = 4.152; 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 0.001) e o efetio de extrovertido sobre a 

popularidade varia significativamente entre turmas (𝜎𝑢1𝑗

2 = 0.339; 𝑍𝑤 = 4.028; 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 <

0.001) Uma variancia signficativa do declive associado a extrovertido indica que este varia 

significativamente entre turmas, a covariância da relação entre extrovertido e popularidade e 

turma é fraca e significativa (Cov = -0.184; r =  - 0.28 𝑍𝑤 = 4.152; 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 0.001) 

inidcando que o efeito de extrovertido sobre a popularidade depende da turma. A conclusão 

sobre o modelo poderia diferir com alguma significancia com as interações as serem tomadas 

em conta. Não indiciando que o modelo sem interação esteja errado, o que realmente sucede é 

que talvez nem toda a informação da estrutura dos dados seja captada. A estrategia do modelo 

poderia-se prolongar com o nível de complexidade. Seria possivel retirar a aleatoriedade nos 

declives e manter interação entre variáveis. Todo um conjunto de cenários são possiveis, porém 

não devendo esquecer o peso dos critérios da qualidade de ajustamento do modelo aos dados.      

 

4. Conclusão 

O propósito deste documento é a introdução de alguns conceitos base dos Modelos Lineares 

Hierárquicos e fazer a sua exposição teórica com a transição para um exemplo prático. Tornar-

se-ia dificil ser completamente exaustivo sobre o tema, pois a possibilidade do grau 

complexidade nestes modelos é ampla, tal como foi visto no caso prático em que os efeitos 

cruzados não foram exposto pela necessidade de ter uma base teorica do assunto em estudo 

forte. Mesmo assim o modelo na parte de aplicação já ganha algumas proporções de 
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complexidade sendo que o analista deve ter os devidos cuidados nas intrepretações.  Caso os 

dados utilizados fossem modelados por uma regressão linear, muita da variância e informação 

não seria fragmentada da forma que foi e seria transposta toda ela para o termo de erro. Com 

isto, este texto pretende ser uma directriz bastante geral pelos passos essenciais a seguir no 

processo multinível. Inicia-se com o modelo residual como alicerce para a construção e 

verificação do uso de modelos subsequentes e mais complexos, caso assim o seja necessário.       

Os modelos multínivel são uma alternativa bastante atrativa e versátil em relação a modelos 

lineares comuns. Porém, a adequação e uso deste modelos deve sempre ter em consideração a 

estrutura dos dados.  
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